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Presečni grafi komutativnih kolobarjev
Povzetek
Presečni graf kolobarja je graf, v katerem so vozlišča pravi ideali v kolobarju, dve
vozlišči pa sta sosedni, če imata ideala netrivialen presek. Obravnavamo presečne
grafe komutativnih kolobarjev s posebnim poudarkom na kolobarjih ostankov pri
deljenju Zn. Pokažemo, kdaj so presečni grafi komutativnih kolobarjev povezani,
polni, brez triciklov, r-delni ali ravninski. Pri kolobarjih Zn pokažemo tudi, kdaj so
njihovi presečni grafi Eulerjevi ali Hamiltonovi.
Intersection graphs of commutative rings
Abstract
An intersection graph of a ring is a graph in which the vertices are nontrivial ideals
of the ring, and two vertices are adjacent if the ideals have a nontrivial intersection.
We consider intersection graphs of commutative rings with special emphasis on the
rings of integers modulo n. We discuss which commutative rings have graphs that
are connected, complete, tricycle free, r-partite or planar. We also find rings Zn
that have Eulerian or Hamiltonian intersection graphs.
Math. Subj. Class. (2010): 05C62, 16D25
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1. Uvod
Presečni graf nam nazorno prikaže, kakšni so preseki podmnožic dane množice.
Definicija 1.1. Naj bo F = {Si}i∈I poljubna družina množic. Presečni graf G(F)
je graf, v katerem je F množica vozlišč, Si pa je soseden Sj, kadar i ̸= j in Si∩Sj ̸= ∅.
Množice v definiciji 1.1 so lahko intervali, povezave nekega grafa, krivulje v rav-
nini,. . . . Posebej zanimivo pa je opazovati presečne grafe objektov, ki imajo tudi
algebrsko strukturo. Predmet raziskovanja so lahko presečni grafi podgrup v gru-
pah, ki so jih na primer preučevali v [14, 17]. Če za osnovo vzamemo bolj zapleteno
algebrsko strukturo kolobarja, lahko preučujemo grafe anihilatorjev, kot v [1], ali de-
liteljev niča v kolobarju, kot v [2, 4]. V tem delu pa bomo obravnavali presečne grafe
idealov v komutativnih kolobarjih. Namesto o presečnih grafih idealov v kolobarju
bomo v prihodnje govorili kar o presečnih grafih kolobarjev.
Definicija 1.2. Naj bo R kolobar z netrivialnimi ideali I1, I2, I3, . . . Presečni graf
kolobarja R je graf z množico vozlišč I1, I2, I3, . . . Vozlišči Ii in Ij v presečnem grafu
sta sosedni, če je presek Ii ∩ Ij netrivialen. Presečni graf kolobarja R označimo z
G(R).
Nekaj rezultatov na temo presečnih grafov kolobarjev lahko najdemo v [3, 7, 9,
10, 11, 12, 8, 15].
V drugem poglavju bomo ponovili definicije, ki jih bomo potrebovali v nada-
ljevanju. Tretje poglavje bo namenjeno presečnim grafom kolobarjev ostankov pri
deljenju Zn. Ogledali si bomo, pod katerimi pogoji imajo določene lastnosti, kot so
povezanost, polnost ali ravninskost. Pokazali bomo tudi, kdaj so Eulerjevi ali Ha-
miltonski. V zadnjem poglavju pa bomo predmet raziskovanja razširili na presečne
grafe komutativnih kolobarjev. Poiskali bomo komutativne kolobarje s posebnimi
presečnimi grafi. Ugotovili bomo, kdaj so presečni grafi komutativnih kolobarjev
povezani, brez triciklov, r-delni ali ravninski. Izkazalo se bo, da so lastnosti preseč-
nih grafov komutativnih kolobarjev v veliki meri povezane z njihovimi maksimalnimi
ideali.
2. Definicije
Najprej bomo ponovili nekaj definicij in trditev, ki jih bomo potrebovali v nada-
ljevanju. Definicije s področja teorije grafov bomo povzeli po [16], tiste s področja
algebre pa po [5, 6].
Navedimo definicijo grafa, ki jo bomo uporabljali.
Definicija 2.1. Graf G je par (V (G), E(G)), kjer je V (G) množica vozlišč in E(G)
množica povezav. Vsaka povezava je množica dveh različnih vozlišč, ki sta njeni kra-
jišči. Če med dvema vozliščema obstaja povezava, rečemo, da sta sosedni. Stopnja
vozlišča je število povezav, katerih krajišče je.
Opozorimo posebej na to, da ne zahtevamo končne množice vozlišč. Naši presečni
grafi bodo lahko tudi neskončni.
Definicija 2.2. GrafH je podgraf grafa G, če velja E(H) ⊆ E(G) in V (H) ⊆ V (G).
Graf H je induciran podgraf grafa G, ko je podgraf grafa G in sta poljubni vozlišči
v H sosedni natanko tedaj, ko sta sosedni tudi v G.
4
Definicija 2.3. Grafa G1 in G2 sta izomorfna, če obstaja taka bijekcija f : V (G1)→
V (G2), da za poljubni vozlišči u, v ∈ V (G1) velja, da sta si sosedni v G1 natanko
takrat, ko sta si f(u) in f(v) sosedni v G2.
Povejmo tudi, na kakšne načine lahko potujemo po vozliščih grafa.
Definicija 2.4. Končno zaporedje vozlišč v0, v1, v2, . . . , vk je sprehod dolžine k, če je
vi soseden vi+1 za i = 0, 1, . . . , k− 1. Sprehod je pot, če so vsa vozlišča različna med
sabo. Če je v sprehodu v0 = vk, je to obhod. Obhod, v katerem so vsa vozlišča razen
v0 = vk različna med sabo, se imenuje cikel. Grafi brez ciklov so aciklični grafi.
Ponovimo sedaj še nekaj definicij s področja algebre. Vozlišča v presečnem grafu
kolobarja R bodo njegovi ideali.
Definicija 2.5. Podgrupa za seštevanje I v kolobarju R se imenuje ideal, če za vsak
x ∈ R in za vsak u ∈ I velja xu ∈ I in ux ∈ I. Označimo ga z I ◁ R
Če velja xu ∈ I, je I levi ideal in če velja ux ∈ I, desni ideal. Če je R komutativen
kolobar, pojmi ideal, levi ideal in desni ideal sovpadajo.
Kolobar R in ničelni ideal {0}, ki vsebuje le element 0, sta trivialna ideala v R.
Če je I ̸= R in I ̸= {0}, mu rečemo pravi ideal.
Definicija 2.6. Naj bo R komutativen kolobar in a ∈ R. Množico (a) = aR =
{ax|x ∈ R} imenujemo ideal, generiran z elementom a. Take ideale imenujemo tudi
glavni ideali.
Ideal v R je lahko generiran tudi z več kot enim elementom. Ideal, generiran z
elementi a1, a2, . . . , an, označimo z (a1, a2, . . . , an) in pišemo
(a1, a2, . . . , an) = {a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn|x1, x2, . . . xn ∈ R}.
Presek idealov I ◁ R in J ◁ R označimo z I ∩ J . Vsoto idealov I + J zapišemo
kot {u+ v|u ∈ I in v ∈ J}. Produkt idealov IJ definiramo kot grupo za seštevanje,
generirano z vsemi produkti uv, kjer je u ∈ I in v ∈ J . Torej lahko pišemo IJ =
{u1v1 + u2v2 + · · ·+ unvn|ui ∈ I, uj ∈ J, n ∈ N}.
Pripomnimo, da je I∩J največji ideal, ki je vsebovan v I in J , ter I+J najmanjši
ideal, ki vsebuje tako I kot J . Vidimo tudi, da je IJ ⊆ J in IJ ⊆ I. Velja torej
neenakost
IJ ⊆ I ∩ J ⊆ I + J.
Če je R komutativen kolobar, x ∈ R in I podgrupa za seštevanje v R, množico
x + I = {x + i|i ∈ I} imenujemo odsek. Če je I ideal v R, množica odsekov tvori
kolobar.
Definicija 2.7. Naj bo R kolobar in I ideal v R. Kvocientni kolobar R/I je množica
odsekov {x+ I|x ∈ R} opremljena z operacijama seštevanja in množenja, za kateri
velja:
(a+ I) + (b+ I) = a+ b+ I,
(a+ I)(b+ I) = ab+ I.
Povejmo še, kakšne oblike so lahko ideali v kvocientnih kolobarjih.
Izrek 2.8. Ideali v kvocientnem kolobarju R/I so oblike J/I, kjer je J ideal v R, ki
vsebuje I.
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3. Presečni grafi kolobarja ostankov
Kot uvodni primer bomo povzeli rezultate iz članka [7], kjer so I. Chakrabarty,
S. Gosh, T. K. Mukherjee in M. K. Sen raziskovali presečne grafe kolobarjev ostan-
kov pri deljenju. Ker so ti kolobarji končni, je njihove grafe enostavno narisati,
obenem pa je njihova struktura dovolj zapletena, da raziskovanje presečnih grafov
ostane zanimivo. Naš cilj bo poiskati omejitve na vrednost n, pri katerih bo imel
graf Zn določene osnovne lastnosti, poznane iz teorije grafov. Rezultate iz tega po-
glavja bomo uporabili kot primere tudi v poglavju o presečnih grafih komutativnih
kolobarjev, kjer pa se bomo namesto na vrednosti n osredotočili na lastnosti idealov
v Zn.
Omejili se bomo na tiste kolobarje Zn, kjer bo n ≥ 2. Vemo, da so ideali v kolobar-
jih ostankov glavni ideali, torej so generirani z enim elementom. Še več, generatorji
idealov v Zn so natanko delitelji števila n. Ideal, ki ga generira delitelj m, bomo
označili z (m). Če je n praštevilo, je Zn polje; v tem primeru ima samo trivialna
ideala Zn in ničelni ideal {0}. Njegov presečni graf bo torej ničeln. Dogovorimo se,
da od zdaj naprej število n ≥ 2 ni praštevilo.
Primer 3.1. Za ponazoritev si oglejmo presečni graf kolobarja Z12, ki je prikazan
na sliki 1.
(4)
(2)
(3) (6)
Slika 1. Presečni graf G(Z12).
Število 12 ima šest deliteljev: 1, 2, 3, 4, 6 in 12. Po definiciji trivialnih idealov
{0} = (12) in Z12 = (1) ne dodamo med vozlišča presečnega grafa. Ostanejo nam
štirje netrivialni ideali (2), (3), (4) in (6) v Z12. Z njimi označimo vozlišča G(Z12).
Ideal (2) ima neprazen presek z ostalimi tremi: s (3) in (6) ima na primer skupen
element 6, s (4) pa 4. Po definiciji presečnega grafa je torej vozlišče (2) sosedno
ostalim trem vozliščem. Ideal (4) pa ima neprazen presek samo z idealom (2): ta je
tudi edini sosed njegovega vozlišča v G(Z12). Ker 3 deli 6, je jasno, da bosta imela
tudi ideala (3) in (6) netrivialen presek. Zato sta njuni vozlišči v grafu sosedni.
Števili 3 in 4 sta si tuji in njun najmanjši skupni večkratnik je 12, tako da ideala (3)
in (4) nimata netrivialnega preseka in njuni vozlišči v G(Z12) nista sosedni. Enako
velja za vozlišči (4) in (6), saj je tudi njun najmanjši skupni večkratnik 12. ♢
3.1. Povezanost. Prva lastnost, ki se ji bomo podrobneje posvetili, je povezanost.
Ponovimo njeno definicijo.
Definicija 3.2. Graf je povezan natanko takrat, ko za poljubni različni vozlišči u, v
v njem obstaja pot od u do v, sicer je graf nepovezan. Komponente grafa G so
njegovi največji povezani podgrafi.
Definirajmo tudi polni in prazni graf, ki ju bomo omenjali v nadaljevanju.
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Definicija 3.3. Graf z n vozlišči je poln, če sta poljubni dve vozlišči v njem sosedni.
Označimo ga s Kn. Graf z n vozlišči je prazen, če nima povezav. Označimo ga s Kn.
Uporabljali bomo tudi pojem ničelni graf, ki bo pomenil graf s praznima množi-
cama vozlišč in povezav.
Če ima število n delitelj m, ki ni praštevilo, bo ideal (m) zagotovo imel skupne
elemente vsaj z ideali, generiranimi s svojimi delitelji, in tako sosede v G(Zn). Lahko
bi ugibali, da bo večina grafov Zn povezanih.
Lema 3.4. Presečni graf G(Zn) je povezan, čim ima n v praštevilskem razcepu vsaj
tri faktorje.
Dokaz. Zapišimo n kot produkt praštevil: n = p1p2 · · · pk, k ≥ 3, kjer p1, p2, . . . , pk
niso nujno različna med sabo. Označimo I = (p1) in J = (m), pri čemer je m od n
različen delitelj n. Ločili bomo dva primera.
Če p1 delim, jem oblike kp1 za neki k ∈ N. Kerm generira J , so tudi vsi elementi
v J večkratniki p1. Torej so vsi elementi J tudi v I, kar pa pomeni, da je presek
I ∩ J = J ̸= {0}. Torej sta I in J sosedna v grafu G(Zn).
Recimo, da p1 ne deli m. Potem je m produkt praštevil med p2 do pk, pri čemer
nobeno ni enako p1. Torej lahko najdemo neki praštevilski q, ki deli m, q in p1 pa
sta si tuja. Označimo ideal, ki ga generira q, s K. Vemo, da je K ∩ J ̸= {0}, ker
q deli m. Lahko pa se prepričamo tudi, da je K ∩ I ̸= {0}; K in I imata namreč
skupni element p1q. Element p1q tudi ne more biti enak n, saj je n produkt vsaj
treh praštevil. Po definiciji presečnega grafa sta K in I sosedna, prav tako pa tudi
K in J . J in I sta tako povezana preko K.
Vidimo, da je G(Zn) res povezan, če ima n vsaj tri (ne nujno različne) praštevilske
faktorje. Poljubna ideala v njem sta namreč povezana prek I, bodisi kot njegova
soseda (prvi primer) ali pa prek nekega drugega ideala (drugi primer). □
Torej nas bolj zanimajo pogoji, pod katerimi G(Zn) ni povezan.
Izrek 3.5. Presečni graf G(Zn) je nepovezan natanko tedaj, ko je n = pq, kjer sta
p in q različni praštevili.
Dokaz. Naj bo n = pq, kjer sta p in q različni praštevili. Tedaj ima G(Zpq) dve
vozlišči, (p) in (q). Ker sta p in q tuji števili, je (p)∩ (q) = {0}. Torej ti dve vozlišči
nista sosedni in G(Zpq) je nepovezan.
Naj bo zdaj G(Zn) nepovezan. Po lemi 3.4 vemo, da mora biti n produkt dveh
praštevil. Če je n = p2, ima presečni graf G(Zn) samo eno vozlišče (slika 3), torej
je povezan. Če hočemo, da je graf nepovezan, mora biti n produkt dveh različnih
praštevil. □
(p) (q)
Slika 2. Presečni graf G(Zpq) je prazni graf z dvema vozliščema.
(p)
Slika 3. Presečni graf G(Zp2) ima samo eno vozlišče.
Na tem mestu opozorimo, da imata lahko dva neizomorfna kolobarja izomorfna
presečna grafa. Kolobarja Z6 in Z10 imata oba presečni graf, ki je prikazan na sliki
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2. To je tudi edini nepovezani presečni graf G(Zn). Če bi hoteli imeti prazni graf
s tremi vozlišči, bi bila tudi praštevila v razcepu n vsaj tri. Torej prazni presečni
grafi G(Zn) z več kot dvema vozliščema ne obstajajo.
3.2. Polnost. Kako pa je s polnimi grafi? Izkaže se, da lahko za poljubno število
m najdemo poln presečni graf G(Zn), ki ima m vozlišč.
Izrek 3.6. Presečni graf G(Zn) je poln natanko tedaj, ko je n = pm, kjer je p
praštevilo in m ∈ N, m ̸= 1. V tem primeru je G(Zn) poln graf z m− 1 vozlišči.
(p) (p2)
(p3)(p4)
Slika 4. Polni presečni graf s štirimi vozlišči G(Zp5).
Dokaz. Naj bo n = pm. Vsi ideali Zn so potem oblike (pi), i = 1, 2, . . . ,m− 1. Vsak
od njih vsebuje element pm−1. Ker ima vsak ideal neničeln presek z vsemi ostalimi,
so vsa vozlišča v presečnem grafu G(Zn) sosedna, torej je graf poln.
Naj bo zdaj G(Zn) poln. Razcepimo n na praštevila: n = pn11 p
n2
2 · · · pnmm , kjer so
vsa števila p1, p2, . . . , pm različna. Želimo najti dve vozlišči, ki nista sosedni. Če
pogledamo ideal, generiran s pn11 , in drugega, ki je generiran s p
n2
2 · · · pnmm , vidimo,
da velja (pn11 ) ∩ (pn22 pn22 · · · pnmm ) = {0}. Ker je presek idealov trivialni ideal {0},
njuni vozlišči nista sosedni, zato graf ne more biti poln. To se zgodi že, če imamo
v produktu le dve praštevili. Torej lahko sklepamo, da mora biti v primeru polnega
grafa m = 1 in n = pn11 . □
3.3. Aciklični in dvodelni presečni grafi. V tem podpoglavju se bomo ukvarjali
z dvodelnimi presečnimi grafi G(Zn). Definirajmo, kaj pomeni, da je graf dvodelen.
Definicija 3.7. Graf G je dvodelen, če se da množico vozlišč V (G) razdeliti na dve
neprazni disjunktni podmnožici V in U , tako da ima vsaka povezava v G eno krajišče
v množici V in drugo v U .
Recimo, da je n neko sestavljeno število ter k in l njegova delitelja. V Zn so potem
(k), (l) in (kl) ideali, ki imajo vsaj en skupen element, produkt kl. Če kl ni enak n,
torej vozlišča (k), (l) in (kl) v G(Zn) tvorijo cikel dolžine tri. Hitro se prepričamo,
da so najmanjši presečni grafi G(Zn) s takim ciklom G(Zp4), G(Zp2q) in G(Zpqr),
prikazani na sliki 5.
Kako pa je s kolobarji Zn, kjer je n večkratnik p4, p2q ali pqr? Oglejmo si naslednjo
lemo.
Lema 3.8. Presečni graf G(Zn) vsebuje cikel dolžine tri natanko tedaj, ko je n = mt,
kjer je m = p4, p2q ali pqr. Pri tem so p, q, r različna praštevila in t ∈ N.
Dokaz. Recimo, da je n = mt, kjer je m = p4, p2q ali pqr, t pa neko naravno število.
Potem presečni graf G(Zn) dobimo tako, da presečnemu grafu G(Zm) dodamo nekaj
vozlišč in povezav (v odvisnosti od lastnosti števila t). Zato G(Zn) vsebuje podgraf,
izomorfen G(Zm). Ker imajo ti cikel dolžine 3, ga ima tudi G(Zn).
NajG(Zn) zdaj vsebuje cikel dolžine tri. Zapišimo n = p1p2 · · · pk, kjer so p1, . . . pk
ne nujno različna praštevila. Če je k ≤ 3, graf nima niti treh vozlišč, torej ne vsebuje
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(p) (p2)
(p3)
(a) G(Zp4)
(p)
(p2)
(q)(pq)
(b) G(Zp2q)
(p) (pr)
(r)
(qr)
(q)
(pq)
(c) G(Zpqr)
Slika 5. Primeri presečnih grafov G(Zn), ki vsebujejo cikel dolžine tri.
cikla. Če je k = 3, je n lahko ene od naslednjih oblik: n = p3, p2q ali pqr. Prvi
ima samo dve vozlišči, torej cikla ni. Za druga dva pa smo ugotovili, da imata cikel
dolžine tri. Če pa je k ≥ 4, je n vedno oblike mt, kjer je m = p4, p2q ali pqr. V tem
primeru sledi, da graf ima cikel dolžine tri. □
Zanima nas, kateri presečni grafi G(Zn) so aciklični. Po lemi 3.8 presečni graf
G(Zn) premore tricikel, čim so v praštevilskem razcepu n vsaj štiri števila, in zato
ni acikličen. Če so v praštevilskem razcepu tri števila ali manj, pa si lahko ogledamo
presečne grafe od primera do primera. Po lemi 3.8 ima G(Zn) cikel, če je n = p2q
ali n = pqr za različna praštevila p, q, r. V naslednjem rezultatu bomo navedli vse
primere acikličnih presečnih grafov Zn.
Posledica 3.9. Presečni graf G(Zn) je acikličen natanko tedaj, ko je n = p2, pq ali
p3.
(p)
(a) G(Zp2)
(p) (q)
(b) G(Zpq)
(p) (p2)
(c) G(Zp3)
Slika 6. Vsi aciklični presečni grafi G(Zn).
Če vemo, da ima graf tricikel, vemo tudi, da ni dvodelen. Naslednji izrek navajamo
brez dokaza iz [16, izrek 1.2.18].
Izrek 3.10. Graf je dvodelen natanko takrat, ko ne vsebuje lihega cikla.
Ker vsi presečni grafi G(Zn), ki jih ne navajamo v 3.9, vsebujejo cikel dolžine tri,
nam ostanejo trije presečni grafi brez cikla, ki so prikazani na sliki 6. Izločimo tisto
možnost, kjer je vozlišče samo eno. Ostaneta dva dvodelna grafa, ki sta na slikah
6b in 6c. Edina oblika dvodelnega presečnega grafa G(Zn) je poln ali prazen graf na
dveh vozliščih. Zapišimo to v izrek.
Izrek 3.11. Presečni graf G(Zn) je dvodelen natanko tedaj, ko je n = pq ali n = p3,
kjer sta p in q različni praštevili. V prvem primeru je G(Zn) izomorfen praznemu
grafu K2, v drugem primeru pa polnemu grafu K2.
3.4. Ravninskost. Spomnimo se, kakšni so ravninski grafi.
Definicija 3.12. Graf G je ravninski, če ga lahko narišemo v ravnino tako, da se
nobeni izmed njegovih povezav ne sekata.
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V dosedanjih primerih smo videli že kar nekaj ravninskih grafov. Taki so na
primer vsi grafi na sliki 6, vsi grafi na sliki 5, pa tudi polni graf, ki ga vidimo na
sliki 4. Kot do sedaj lahko navedemo vse možne primere, vendar moramo najprej
ugotoviti, pod katerimi pogoji graf G(Zn) ni ravninski. Pri tem nam bo v pomoč
izrek Kuratowskega. Najdemo ga v [16, trditev 6.2.1].
Izrek 3.13 (Kuratowski). Graf ni ravninski, če vsebuje podgraf, izomorfen K5 ali
K3,3.
Mi bomo pri dokazovanju preverjali, ali lahko najdemo podgraf, izomorfen K5.
Pokažimo primere štirih grafov, ki niso ravninski.
Lema 3.14. Presečni graf G(Zn) ni ravninski, kadar je n = p3q, n = p2q2, n = p2qr
ali n = pqrs, kjer so p, q, r, s različna praštevila.
(p)
(q)
(p2)
(pq)(p2q)
(p3)
(a) G(Zp3q)
(p)
(pq)
(q)
(p2)(p2q)
(q2)(pq2)
(b) G(Zp2q2)
Slika 7. G(Zp3q) in G(Zp2q2) vsebujeta podgraf, izomorfen K5.
Prva dva primera neravninskih grafov iz leme 3.14 sta na sliki 7, za preostala pa se
tudi lahko prepričamo, da vsebujeta podgraf, izomorfen K5. Presečni graf G(Zp2qr)
vsebuje K5 z vozlišči (p), (p2), (q), (p2q), (pq), presečni graf G(Zpqrs) pa K5 z vozlišči
(p), (q), (pq), (r), (qr).
Torej presečni graf Zn ni ravninski, čim je n produkt štirih praštevil, od katerih
sta vsaj dve različni. Za vse n oblike n = mt, kjer je m = p3q, m = p2q2, m = p2qr
ali m = pqrs in t ∈ N bo graf G(Zn) vseboval podgraf, izomorfen K5, in ne bo
ravninski. Oglejmo si vse možnosti, kjer je n produkt manj kot štirih praštevil.
Zapišimo n = p1p2 · · · pk, kjer so p1, p2, . . . , pk ne nujno različna praštevila. Če
je k = 2, je n produkt bodisi dveh različnih bodisi dveh enakih praštevil. V obeh
primerih je G(Zn) ravninski. Oba smo že videli na slikah 3 in 2. Če je k = 3, je n
oblike p3, p2q ali pqr. Vsi taki G(Zn) so ravninski; prvi graf je poln graf na dveh
vozliščih, druga dva pa najdemo na slikah 5b in 5c. Če je k = 4, je edina možnost
n = p4, ki je cikel dolžine 3. S tem smo navedli vse ravninske presečne grafe G(Zn),
ki jih še enkrat skupaj prikažimo na sliki 8.
Strnimo vse povedano v izrek o ravninskosti presečnih grafov G(Zn).
Izrek 3.15. Presečni graf G(Zn) je ravninski natanko tedaj, ko je n ene od naslednjih
oblik: n = pq, n = p2q, n = pqr ali n = pk, kjer je k ∈ {2, 3, 4, 5}.
3.5. Eulerjevi presečni grafi. Posebna vrsta grafov so Eulerjevi grafi.
Definicija 3.16. Eulerjev obhod v grafu G je obhod, ki vsebuje vsako povezavo v
G natanko enkrat. Graf G je Eulerjev, če ima Eulerjev obhod.
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(p)
(a) G(Zp2)
(p) (q)
(b) G(Zpq)
(p) (p2)
(c) G(Zp3)
(p)
(p2)
(q)(pq)
(d) G(Zp2q)
(p) (pr)
(r)
(qr)
(q)
(pq)
(e) G(Zpqr)
(p) (p2)
(p3)
(f) G(Zp4)
(p) (p2)
(p3)
(p4)
(g) G(Zp5)
Slika 8. Vsi ravninski presečni grafi G(Zn).
Pri ugotavljanju, ali je presečni graf G(Zn) Eulerjev, bomo uporabili dejstvo, da
imajo Eulerjevi grafi sode stopnje vozlišč. Navedimo ustrezni izrek iz [16, izrek
1.2.26].
Izrek 3.17. Povezan graf G je Eulerjev natanko tedaj, ko ima vsako vozlišče v G
sodo stopnjo.
Še prej pa moramo ugotoviti, kako sploh določiti stopnjo vozlišča vG(Zn). Najprej
bomo prešteli vsa vozlišča v presečnem grafu G(Zn).
Vozlišč v grafu G(Zn) je natanko toliko, kot je deliteljev števila n, le da izpustimo
n in 1. Razcepimo n = pn11 p
n2
2 · · · pnmm , kjer so pj, j = 1, 2, . . . ,m različna praštevila.
Vsi delitelji števila n so tudi produkti njegovih praštevilskih deliteljev, pri čemer so
lahko potence pri praštevilu pj med 0 in nj, kar nam da nj + 1 možnosti za vsako
praštevilo pk.
Trditev 3.18. Velja |V (G(Zn))| = (n1 + 1)(n2 + 1) · · · (nm + 1)− 2.
Vsak ideal I v Zn je oblike (pn11 p
n2
2 · · · pnkk pik+1k+1 · · · pimm ), 0 ≤ k < m, 0 ≤ ij < nj,
j = k+1, k+2, . . . ,m. Pri tem so p1, p2, . . . , pm praštevila iz praštevilskega razcepa
n, njihov vrstni red pa je poljuben. Naj v G(Zn) idealu I pripada vozlišče vI .
Poskusimo ugotoviti, kako bi določili stopnjo tega vozlišča.
Namesto, da bi poskusili najti vse sosede vI , poskusimo najti vozlišča, ki mu niso
sosedna. Če vozlišče vJ ni sosedno vI , generator ideala J gotovo vsebuje faktor
p
nk+1
k+1 p
nk+2
k+2 . . . p
nm
m . To vključuje vse ideale oblike (p
i1
1 p
i2
2 · · · pikk pnk+1k+1 · · · pnmm ), 0 ≤ ij ≤
nj, j = 1, 2, . . . , k. Kot pri preštevanju števila deliteljev vidimo, da je tu možnosti
(n1 + 1)(n2 + 1) · · · (nk + 1) − 1, pri čemer odštejemo 1, ker v primeru, ko so vse
potence enake nj, dobimo nezaželeni trivialni ideal {0}.
Če je k = 0, je I oblike (pi11 p
i2
2 · · · pimm ), ij < nj za vsak j = 1, 2, . . . ,m. To pa
pomeni, da lahko najdemo netrivialen presek z vsemi ostalimi ideali. Označimo od
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I različen netrivialen ideal z L. Velja L = (pl11 p
l2
2 · · · plmm ), kjer je lj ≤ nj za vsak
j = 1, 2, . . . ,m in obstaja lj ̸= nj. Skupni element idealov I in L je najmanjši skupni
večkratnik števila pi11 p
i2
2 · · · pimm in generatorja ideala L. To je število pt11 pt22 · · · ptmm ,
kjer je tj večje med številoma ij in lj za j = 1, 2, . . . ,m. Ker velja ij < nj za vsak
j = 1, 2, . . . ,m in v generatorju J obstaja tj ̸= nj, najmanjši skupni večkratnik ni
enak n. V primeru I = (pi11 p
i2
2 · · · pimm ) je torej edino vozlišče, ki ni sosedno vI , kar
vI samo.
Označimo število vozlišč, ki niso sosedna vI , z NI . Ker po definiciji vozlišče vI ni
sosedno samo sebi, velja:
NI =
{︄
(n1 + 1)(n2 + 1) · · · (nk + 1), če k ̸= 0;
1, če k = 0.
Označimo stopnjo vozlišča vI z dI . Velja dI = |V (G(Zn))| −NI .
Zdaj imamo pripravljena vsa orodja, da ugotovimo, kdaj so presečni grafi G(Zn)
Eulerjevi.
Lema 3.19. Presečni graf G(Zn) je Eulerjev, če je n = p1p2 · · · pm, pri čemer so
p1, p2, . . . , pm različna praštevila.
Dokaz. Če je n = p1p2 · · · pm, je |V (G(Zn))| = (1 + 1)(1 + 1) · · · (1 + 1) − 2 =
2m − 2. Vsak pravi ideal I je generiran s produktom k izmed teh praštevil, kjer je
k ∈ {1, 2, . . . ,m− 1}. Potem je NI = 2k in dI = 2m− 2− 2k, kar je sodo število. To
velja za vsak možen ideal v Zn. Torej je stopnja vsakega vozlišča v G(Zn) soda in
G(Zn) je Eulerjev graf. □
Lema 3.20. Presečni graf G(Zn) je Eulerjev, če je n = pn11 · · · pnmm , pri čemer so
p1, p2, . . . , pm različna praštevila, ni pa je sod za vsak i = 1, 2, . . . ,m.
Dokaz. Ideali v Zn so oblike I = (pn11 p
n2
2 · · · pnkk pik+1k+1 · · · pimm ). Ker so nj vsi sodi,
je število NI = (n1 + 1)(n2 + 1) · · · (nk + 1) liho (v primeru k = 0 je NI = 1).
Število vozlišč |V (G(Zn))| = (n1 + 1)(n2 + 1) · · · (nm + 1) − 2 je tudi liho, torej je
dI = |V (G(Zn))| − NI sodo. Ker to velja za vsak ideal, torej za vsako vozlišče, je
G(Zn) Eulerjev. □
Potrebni pogoj za to, da je presečni graf G(Zn) Eulerjev, je tudi zadosten.
Izrek 3.21. Presečni graf G(Zn) je Eulerjev natanko tedaj, ko velja ena od naslednjih
možnosti:
• n = p1p2 · · · pm, kjer so p1, p2, . . . pm različna praštevila,
• n = p2n11 · · · p2nmm , kjer so p1, p2, . . . pm različna praštevila in ni ∈ N.
Dokaz. Po lemah 3.19 in 3.20 je implikacija v eno smer že dokazana. Pokažimo še,
da so vsi Eulerjevi presečni grafi G(Zn) opisanih oblik.
Recimo, da je n = pn11 · · · pnmm , kjer niso vse potence sode, vsaj ena od njih pa
je večja od 1. Ker je vsaj eno od števil ni liho, je |V (G(Zn))| = (n1 + 1)(n2 +
1) · · · (nm + 1) − 2 sodo število. Najdimo vozlišče v grafu G(Zn), ki nima sode
stopnje. Oglejmo si ideal J = (pn1−11 · · · pnm−1m ). Ker je k = 0, je NI = 1. To
pomeni, da je dI = |V (G(Zn))| − 1 liho število in sledi, da graf ni Eulerjev. S
tem smo pokazali, da so vsi Eulerjevi presečni grafi G(Zn) ene izmed dveh oblik iz
izreka. □
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3.6. Hamiltonovi presečni grafi. Oglejmo si, pod katerimi pogoji so presečni
grafi G(Zn) Hamiltonovi. Začnimo z definicijo.
Definicija 3.22. Hamiltonova pot v grafu G je pot, ki vsebuje vsa vozlišča grafa G.
Hamiltonov cikel v grafu G je cikel, ki vsebuje vsa vozlišča G. Graf G je Hamiltonov,
če ima Hamiltonov cikel.
V prejšnjem razdelku smo lahko uporabili preprosto karakterizacijo Eulerjevih
grafov, za Hamiltonove grafe pa ta ne obstaja. Zato bomo pokazali, da dovolj veliki
presečni grafi G(Zn) imajo Hamiltonov cikel, potem pa se bomo za vsak manjši
primer prepričali, kateri so Hamiltonovi in kateri ne. Navedimo najprej zadostni
pogoj za obstoj Hamiltonovega cikla.
Lema 3.23. Naj bo n = pn11 p
n2
2 · · · pnkk , kjer so p1, p2, . . . , pk različna praštevila. Graf
G(Zn) je Hamiltonov, če veljata pogoja
(1) (n1 + 1)(n2 + 1) · · · (nk + 1) ≥ 5
in
(2) n1n2 · · ·nk − 1 ≥ k.
Dokaz. V dokazu bomo našli Hamiltonov cikel v presečnem grafu G(Zn). Za vsak
j = 1, 2, . . . , k definiramo podgraf Gj, ki je sestavljen iz vozlišč grafa G(Zn), katerih
ideali vsebujejo produkt pnj−1j
∏︁
i ̸=j p
ni
i . Zaradi tega skupnega elementa je podgraf
Gj poln. Presek vseh podgrafov Gj označimo s H. Vsak ideal, ki ima vozlišče
v H, vsebuje element pn1−11 p
n2−1
2 · · · pnk−1k , torej je tudi H poln graf. Deliteljev
števila pn1−11 p
n2−1
2 · · · pnk−1k je n1n2 · · ·nk, zato graf H vsebuje n1n2 · · ·nk − 1 vozlišč
(odštejemo 1, ker v primeru pn1−11 p
n2−1
2 · · · pnk−1k = 1 to število generira kolobar Zn,
ki ni pravi ideal). Pogoj (2) nam zagotavlja, da ima H vsaj k vozlišč. Pokažimo,
da ima vedno vsaj dve vozlišči. Če je n1n2 · · ·nk − 1 = 1, je zaradi pogoja (2) tudi
k = 1. Torej je n1 = 2 in n = p2. To pa ni mogoče, saj je potem n1 + 1 = 3, kar
je manjše od 5 in v nasprotju s pogojem (1). H je tako poln graf z vsaj dvema
vozliščema, kar pomeni, da lahko v njem najdemo Hamiltonovo pot.
Definirajmo H1 kot inducirani podgraf G(Zn) z vozlišči, ki so v G1, ne pa v H.
Za i = 2, 3, . . . , k pa definirajmo Hi kot inducirani podgraf G(Zn) z vozlišči, ki
so v Gi, ne pa v H ali Hj za j < i. Vozlišča v grafu G(Zn) so natanko vozlišča
vseh grafov H,H1, H2, . . . , Hk. Nekateri med njimi so morda ničelni grafi. Če ni-
čelne grafe izločimo in ostale ustrezno preimenujemo, je množica vozlišč v G(Zn)
še zmeraj enaka množici vozlišč grafov H,H1, H2, . . . , Ht za neki t ∈ {1, 2, . . . , k}.
Grafi G1, G2, . . . , Gk so polni in zato vsebujejo Hamiltonovo pot. Tudi njihovi in-
ducirani podgrafi H1, H2, . . . , Ht vsebujejo Hamiltonovo pot. Graf H je presek pol-
nih grafov G1, G2, . . . , Gk. Zato je vsako vozlišče v H sosedno vsakemu vozlišču
v G1, G2, . . . , Gk. Torej je vsako vozlišče v H sosedno tudi vsakemu vozlišču v
H1, H2, . . . , Ht.
Najdimo zdaj Hamiltonov cikel v grafu G(Zn). Označimo vozlišča v podgrafu H
z v1, v2, . . . , vm, kjer je m = n1n2 · · ·nk − 1. Začnemo v vozlišču v1. Ker je G1 poln
graf in vozlišče v1 v preseku G1 in H, v G(Zn) obstaja povezava med vozliščem v1
in vsemi vozlišči v G1. Ker je H1 podgraf G1, so tudi vsa vozlišča v H1 sosedna v1.
Premaknemo se v neko vozlišče v H1 in prepotujemo Hamiltonovo pot v H1. Vsa
vozlišča v H1 so sosedna tudi vozlišču v2, zato lahko pot nadaljujemo v vozlišče v2.
Od tod lahko prepotujemo Hamiltonovo pot v H2 in se nato premaknemo v vozlišče
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v3. Če je kateri izmed podgrafov Hi le eno vozlišče, iz njega potujemo naprej do
vi+1. Nadaljujemo, dokler ne prepotujemo vseh podgrafov H1, H2, . . . , Ht. Ker je
vozlišč v H vsaj k, podgrafov H1, H2, . . . , Ht pa je največ k, vozlišč v H ne zmanjka.
Morda pa jih še nekaj ostane, ko porabimo že vse grafe H1, H2, . . . , Ht. Odtod lahko
prepotujemo še preostanek Hamiltonove poti v H, ki je poln graf, in se na koncu
premaknemo nazaj v v1. □
Opomba 3.24. Pogoj (1) pomeni, da ima G(Zn) vsaj tri vozlišča, saj smo pokazali,
da je število vozlišč v G(Zn) enako |V (G(Zn))| = (n1 + 1)(n2 + 1) · · · (nk + 1) − 2.
Presečni grafi G(Zp2), G(Zpq) in G(Zp3) z manj kot tremi vozlišči niso Hamiltonovi.
Primer 3.25. Najdimo po zgornjem postopku Hamiltonov cikel v G(Z24). Vsi
ideali, ki vsebujejo 12 = 23−1 · 3, so (2), (4), (3), (6) in (12). To so vozlišča podgrafa
G1. Vozlišča grafa G2 so (2), (4) in (8) (ideali, ki vsebujejo element 8 = 23 · 31−1).
Opazimo, da sta to res polna grafa K5 in K3. Njun presek je graf z vozliščema
(2) in (4); to je podgraf H. Za H1 moramo pogledati, katera vozlišča so v G1 in
ne v H. Dobimo tricikel z vozlišči (3), (6) in (12). Za graf H2 tako ostane samo
vozlišče (8). Na sliki 9 so vozlišča v H pobarvana rdeče, v H1 zeleno, v H2 pa
modro. Hamiltonov cikel začnemo v vozlišču (2), se iz njega premaknemo v H1, kjer
potujemo po Hamiltonovi poti (12) - (6) - (3), se vrnemo v H v vozlišče (4) in preko
(8) končamo v prvem vozlišču (2). Končani cikel si lahko ogledamo na sliki 9. ♢
(2)
(3)
(4)
(6)(12)
(8)
(2)
(3)
(4)
(6)(12)
(8)
Slika 9. Konstrukcija Hamiltonovega cikla v G(Z24).
Kaj nam torej pove lema 3.23?
• Če je k = 1 in n1 ≥ 4, je G(Zn) Hamiltonov.
• Če je k ≥ 2, je G(Zn) gotovo Hamiltonov, kadar so ni ≥ 2 za vse i =
1, 2, . . . , k. V tem primeru je namreč n1n2 · · ·nk ≥ 2k. Jasno pa je, da je
2k ≥ k + 1 za vse k ≥ 1. Torej je n1n2 · · ·nk − 1 ≥ k.
• Če je n1 ≥ 3, je G(Zpn11 p2) Hamiltonov.
Množico že poznanih Hamiltonovih grafov lahko še nekoliko razširimo. Če za neki
presečni graf G(Zn) že vemo, da je Hamiltonov, lahko to trdimo tudi za nekatere
presečne grafe Zm, kjer je m večkratnik n.
Lema 3.26. Naj bo n = pα, kjer je p praštevilo, ki ne deli α, in α ̸= 1 ni praštevilo.
Če je G(Zα) Hamiltonov, je tudi G(Zn) Hamiltonov.
Dokaz. Naj bo G(Zα) Hamiltonov in n = pα. Vsi delitelji n spadajo v eno izmed treh
skupin: tisti, ki delijo α (označimo jih z αi), tisti oblike pαi za vse αi iz prve skupine,
in pa praštevilo p. Vsak od njih generira ideal v Zn. Tudi te lahko razvrstimo v
tri skupine glede na to, kateri delitelji n jih generirajo. Označimo s H1 graf, ki
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je induciran podgraf v Zn z vozlišči iz prve skupine, s H2 pa inducirani podgraf z
vozlišči iz druge skupine. Vsi ideali iz prve skupine vsebujejo element α, zato je H1
poln graf. Graf H2 je izomorfen grafu G(Zα), saj je (pαi)∩(pαj) ̸= {0} v Zn natanko
takrat, ko je (αi) ∩ (αj) ̸= {0} v Zα. Po predpostavki je G(Zα) Hamiltonov, torej
je Hamiltonov tudi H2. Torej ima Hamiltonovo pot (pα1) - (pα2) - . . . - (pαt). Ker
je vozlišče (p) v G(Zn) sosedno vsem vozliščem v H2 (za vsak αi je skupni element
pαi), lahko najdemo sledeči Hamiltonov cikel v G(Zn): (pα1) - (p) - (pα2) - (pα3) -
. . . - (pαt) - (αt) - (αt−1) - (αt−2) - . . . - (α1) - (pα1). □
Zaradi leme 3.23 vemo, da je presečni graf G(Zpn11 pn22 ) Hamiltonov, če velja n1 ≥ 2
in n2 ≥ 2. Tudi G(Zpn11 p2) je Hamiltonov, kadar je n1 ≥ 3. Lema 3.26 pa nam pove:
• Hamiltonovi so vsi grafi G(Zn), kjer je n = pn11 pn22 p3 · · · pk, n1, n2 ≥ 2 in
p3, p4, . . . , pk ne nujno različna praštevila. V tem primeru je α = pn11 p
n2
2 .
Vsakič, ko α pomnožimo s praštevilom, dobimo nov Hamiltonov graf G(Zpα)
in nov α = pα.
• Prav tako so Hamiltonovi vsi grafi G(Zn), kjer je n = pn11 p2p3 · · · pk in n1 ≥ 3.
V tem primeru je α = pn11 p2.
• Prepričamo se lahko, da je G(Zpqr) Hamiltonov (slika 5c). Po lemi 3.26 so
zato Hamiltonovi tudi vsi grafi G(Zn), kjer je n = p1p2p3p4 · · · pk in p4, . . . , pk
ne nujno različna praštevila. V tem primeru je α = p1p2p3.
Sledi, da so Hamiltonovi vsi grafi G(Zn), kjer ima n v praštevilskem razcepu vsaj
4 (ne nujno različna) praštevila. Za G(Zp2), G(Zpq) in G(Zp3) vemo, da niso Hamil-
tonovi, saj imajo manj kot tri vozlišča. Presečni graf G(Zp2q) ni Hamiltonov (slika
5b), presečni graf G(Zpqr) pa je (slika 5c). Povedano lahko zberemo v naslednjem
izreku:
Izrek 3.27. Presečni graf G(Zn) je Hamiltonov natanko tedaj, ko n ni oblike p2, pq,
p2q ali p3, kjer sta p in q različni praštevili.
4. Presečni grafi komutativnih kolobarjev
V prejšnjem poglavju smo si ogledali, pod katerimi pogoji imajo presečni grafi
kolobarjev Zn (glede na n) določene lepe lastnosti, kot so povezanost, polnost, dvo-
delnost ali ravninskost. V tem poglavju pa bomo preučili podobne lastnosti za
presečne grafe komutativnih kolobarjev. Izkazalo se bo, da je raziskovanje presečnih
grafov komutativnih kolobarjev pogosto povezano z raziskovanjem njihovih maksi-
malnih idealov, ponekod pa tudi minimalnih. Vsi kolobarji v tem poglavju bodo
komutativni z enoto. Spomnimo se najprej definicij.
Definicija 4.1. Ideal I v kolobarju R je minimalen, če velja I ̸= {0} in v R ne
obstaja ideal J , tako da bi veljalo {0} ⊂ J ⊂ I. Ideal I v kolobarju R je maksimalen,
če velja I ̸= R in v R ne obstaja ideal J , tako da bi veljalo I ⊂ J ⊂ R.
Definicija 4.2. Presek vseh maksimalnih idealov v kolobarju R imenujemo Jacobso-
nov radikal in označimo z J(R). Če ima R natanko en maksimalen ideal, imenujemo
R lokalni kolobar.
Ker bomo za primere večinoma uporabili presečne grafe G(Zn) iz prvega poglavja,
najprej pokažimo, kakšni so maksimalni ideali v kolobarjih Zn. Lahko se prepričamo,
da so maksimalni ideali v Zn natanko tisti, ki so generirani s praštevilskimi delitelji
n.
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Naj bo I = (p), kjer je p praštevilski delitelj n. Če bi obstajal neki ideal J , za
katerega bi veljalo I ⊂ J , bi bil J oblike (m), kjer m deli p. Ker je p praštevilo, je
m lahko le p ali 1, torej je J lahko le I ali Zn. To pomeni, da je I = (p) maksimalen.
Pokažimo še, da ideal, ki ni generiran s praštevilom, ne more biti maksimalen. Naj
bo I = (m), kjer je m sestavljeno število. Recimo, da je m = kl za neki naravni
števili k in l. Brez škode za splošnost lahko rečemo, da nobeno od njiju ni 1. Ideal
(k) je glavni, zato je vsak element v njem večkratnik k. Ideal I pa je generiran s
kl, kar pomeni, da je vsak element v I tudi v (k). Za vsak j < l pa element jk ni v
idealu I, vendar je v idealu (k). Zato je I ⊂ (k) ⊂ Zn in torej I ni maksimalen.
Prav nam bo prišel sledeči izrek, ki povezuje maksimalne ideale s kvocientnimi
kolobarji. Dokazan je v [6, posledica 4.83].
Trditev 4.3. Kvocientni kolobar R/M je polje natanko tedaj, ko je M maksimalen
ideal in R komutativen kolobar.
Med raziskovanjem presečnih grafov kolobarjev se ukvarjamo tako s končnimi kot
neskončnimi kolobarji. Končni kolobarji imajo končno mnogo idealov in zato tudi
končne presečne grafe. Za neskončne kolobarje to v splošnem ne velja. Lahko pa se
končnosti približamo tako, da omejimo verige idealov v kolobarju.
Definicija 4.4. Kolobar R je noetherski, če je vsaka naraščajoča veriga idealov
I1 ⊆ I2 ⊆ I3 ⊆ . . . v njem končna. Kolobar R je artinski, če je vsaka padajoča
veriga idealov I1 ⊇ I2 ⊇ I3 ⊇ . . . v njem končna.
Kot del orodij, ki jih bomo uporabljali v tem poglavju, zapišimo tudi kitajski izrek
o ostankih. Dokaz lahko denimo najdemo v [5, trditev 1.10].
Izrek 4.5 (kitajski izrek o ostankih). Naj bo R komutativen kolobar in I1, I2, . . . , Ik
taki ideali v R, da za i ̸= j velja Ii+ Ij = R za poljubna ideala Ii in Ij. Potem velja
R/(I1 ∩ I2 ∩ · · · ∩ Ik) ∼= R/I1 ×R/I2 × · · · ×R/Ik.
Naj bo R kolobar z vsaj dvema maksimalnima idealoma M1 in M2. Tedaj velja,
da je M1 +M2 = R. V nasprotnem primeru je namreč M1 +M2 še en netrivialni
ideal v R, ki vsebuje tako M1 kot M2, torej nista maksimalna. S tem smo pokazali,
da maksimalni ideali zadoščaju pogoju iz izreka 4.5.
Potrebovali bomo tudi naslednji izrek o artinskih kolobarjih, ki ga brez dokaza
navajamo iz [5, izrek 8.7].
Izrek 4.6. Naj bo R artinski kolobar. Potem je R ∼= R1 × R2 × · · · × Rk, kjer so
R1, R2, . . . , Rk lokalni artinski kolobarji.
Iz [5, trditev 2.6] navedimo tudi Nakayamovo lemo.
Lema 4.7 (Nakayama). Naj bo M končno generiran ideal v komutativnem kolobarju
R. Če je J(R)M = 0, je M = 0.
Če je R lokalni kolobar z maksimalnim idealom M , je po trditvi 4.3 kvocientni
kolobar R/M polje. Nekatere kvocientne strukture na R se potem obnašajo kot
vektorski prostori nad poljem R/M .
Lema 4.8. Naj bo R lokalni kolobar z maksimalnim idealom M . Naj bo I končno
generiran ideal v R. Potem je I/IM vektorski prostor nad R/M . Vsak vektorski
podprostor v I/IM je oblike J/IM , kjer je J ideal v R in IM ⊆ J ⊆ I.
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V vektorskem prostoru I/IM nad R/M sta definirani operaciji seštevanje in mno-
ženje s skalarjem. Seštevanje za elementa i1 + IM, i2 + IM iz I/IM je definirano
kot (i1 + IM) + (i2 + IM) = i1 + i2 + IM , množenje s skalarjem za elementa
(i + IM) ∈ I/IM in r + M ∈ R/M pa kot (r + M)(i + IM) = ri + IM . Da
so J/IM , kjer je IM ⊆ J ⊆ I, res vektorski podprostori I/IM , je lahko preve-
riti. Težje je pokazati, da so vsi vektorski podprostori v I/IM take oblike. To je
posledica Nakayamove leme, ki jo najdemo v [5, posledica 2.8].
Najprej si bomo ogledali, kateri komutativni kolobarji imajo povezane oziroma
polne presečne grafe. Potem bomo navedli vse oblike, ki jih lahko ima presečni
graf komutativnega kolobarja brez triciklov. Spoznali bomo nekatere lastnosti ko-
lobarjev, ki imajo r-delne presečne grafe. Nazadnje bomo obravnavali kolobarje z
ravninskimi presečnimi grafi.
4.1. Povezanost. Ko smo se ukvarjali s presečnimi grafi kolobarjev Zn, se je izka-
zalo, da jih je velika večina povezanih. Podobno velja tudi v bolj splošnem primeru
komutativnega kolobarja. Lemo in izrek iz tega podpoglavja povzemamo po neka-
terih rezultatih članka [7].
Lema 4.9. Presečni graf G(R) je nepovezan natanko takrat, kadar ima R vsaj dva
maksimalna ideala in so vsi ideali v R maksimalni.
Dokaz. Naj bo G(R) nepovezan s komponentami C1, C2, . . . , Ck, k ≥ 2. Naj bosta
I1 in I2 ideala, katerih vozlišči sta v različnih komponentah presečnega grafa G(R).
Recimo, da je I1 ∈ C1 in I2 ∈ C2. Potem velja I1 ∩ I2 = {0}. Velja tudi I1+ I2 = R,
saj bi bil sicer I1 + I2 ideal v R, ki bi imel neprazen presek tako z I1 kot z I2 in
bi lahko med njima našli pot I1, I1 + I2, I2. To bi pomenilo, da sta I1 in I2 v isti
povezani komponenti grafa G(R), kar pa je v nasprotju s predpostavko I1 ∈ C1 in
I2 ∈ C2.
Pokažimo, da so vsi ideali v R maksimalni. Naj bo J tak ideal, da velja I1 ⊆ J .
Ker je I1 ∩ J = I1, sta I1 in J sosedni vozlišči, torej je J v isti komponenti grafa
G(R) kot I1. Torej je J ∩ I2 = {0}, saj bi bili vozlišči I2 in J sicer sosedni, kar pa
se ne more zgoditi, ker sta v različnih komponentah. Izberimo poljuben j ∈ J . Ker
je I1 + I2 = R, je j = i1 + i2 za neka i1 ∈ I1 in i2 ∈ I2. Potem je j − i1 ∈ J in
hkrati j − i1 = i2 ∈ I2. Ker je J ∩ I2 = {0}, je j = i1. To pa pomeni, da je J ⊆ I1.
Prepričali smo se torej, da je J = I1 in I1 maksimalen ideal.
Po drugi strani, če so vsi ideali v R maksimalni, mora biti presek poljubnih dveh
idealov M1 in M2 v R trivialen. Sicer je presek M1 ∩M2 ideal, ki je vsebovan v M1.
Zato M1 ∩M2 ni maksimalen ideal, kar je protislovje. Poljubna ideala v R imata
torej trivialen presek. Presečni graf G(R) je prazen in zato nepovezan. □
Če ima kolobar R same maksimalne ideale, to pomeni, da imata poljubna dva le
trivialen presek. Sicer je presek dveh idealov tudi ideal, ki je vsebovan v obeh in
zato ni maksimalen. Vidimo torej, da morajo biti nepovezani presečni grafi G(R)
tudi prazni.
Spomnimo se, da je po lemi 3.5 presečni graf G(Zn) nepovezan natanko takrat,
ko je n produkt različnih praštevil p in q. To pa pomeni, da je kolobar Zn izomorfen
Zp × Zq, ki sta polji. Pokazali bomo, da je v primeru kateregakoli komutativnega
kolobarja R presečni graf G(R) nepovezan le, kadar je R direktni produkt dveh polj.
Izrek 4.10. Presečni graf G(R) je nepovezan natanko tedaj, ko je R = R1 × R2,
kjer sta R1 in R2 polji.
17
Dokaz. Naj bo presečni graf G(R) nepovezan. Potem ima po lemi 4.9 R vsaj dva
maksimalna ideala M1 in M2 in nobenih idealov, ki niso maksimalni. Zanju velja
M1 ∩M2 = {0} in M1 +M2 = R. Torej je po kitajskem izreku o ostankih R ∼=
R/M1 ×R/M2. Ker sta M1 in M2 maksimalna, sta R/M1 in R/M2 polji.
Prepričajmo se še, da presečni graf G(R) za R = R1 × R2, kjer sta R1 in R2
polji, ni povezan. Kolobar R ima le dva ideala, R1 × {0} in {0} × R2, ki nimata
netrivialnega preseka. Vozlišči, ki pripadata tema idealoma, torej nista sosedni. □
Presečni graf G(Zpq) je prikazan na sliki 2. Vsi nepovezani presečni grafi komu-
tativnih kolobarjev R so izomorfni praznemu grafu K2 z vozliščema F1 × {0} in
{0} × F2, kjer sta F1 in F2 polji in F1 × F2 = R.
4.2. Polnost. Navedimo še en rezultat iz [7], ki karakterizira artinske kolobarje s
polnimi presečnimi grafi.
Izrek 4.11. Presečni graf artinskega kolobarja R je poln natanko tedaj, ko ima R
natanko en minimalen ideal.
Dokaz. Naj ima kolobar R minimalen ideal I. Pokazali bomo, da je I v preseku
poljubnih dveh idealov v R. Naj bo J neki ideal v R, ki je različen od I. Ker
je R artinski kolobar, je vsaka padajoča veriga idealov v R končna. Torej mora
J vsebovati neki minimalen ideal, ker pa je ta v R samo en, mora biti I ⊂ J .
Za poljubna ideala J1 in J2 velja I ⊆ J1 ∩ J2. Torej imata katerakoli ideala v R
netrivialen presek, zato so vsa vozlišča v presečnem grafu G(R) sosedna in G(R) je
poln graf.
Recimo zdaj, da je G(R) poln graf. Pokažimo, da R ne more imeti dveh mini-
malnih idealov. Naj bosta I1 in I2 minimalna ideala v R. Potem je I1 ∩ I2 = {0},
sicer bi bil I1 ∩ I2 tudi ideal v R, ki bi bil vsebovan tako v I1 kot v I2, ki zato ne bi
mogla biti minimalna. Če pa je I1 ∩ I2 = {0}, G(R) ni poln graf, saj vozlišči I1 in
I2 v G(R) nista sosedni. Kolobar R ima torej natanko en minimalen ideal. □
Če je kolobar R artinski in presečni graf G(R) poln, znamo nekaj povedati tudi
o maksimalnih idealih v R. Izrek 4.6 pove, da je R ∼= R1 × R2 × · · · × Rk, kjer so
R1, . . . , Rk lokalni kolobarji. Recimo, da je k ≥ 2. Če je presečni graf G(R) poln,
ima R natanko en minimalen ideal I. Ta ideal je oblike I1 × I2 × · · · × Ik, kjer so
I1 ◁ R1, I2 ◁ R2, . . . , Ik ◁ Rk. Ideal I1 × {0} × · · · × {0} je vsebovan v I, torej je I
minimalen le, če so Ii trivialni za i ≥ 2. Sklepamo, da je I oblike I1×{0}×· · ·×{0}.
To pa zdaj pomeni, da imata I ter {0}×R2×· · ·×{0} le trivialen presek. Presečni
graf G(R) je poln graf, zato se to ne more zgoditi. Edina možnost je torej, da je
k = 1. Zapišimo to kot posledico.
Posledica 4.12. Če ima artinski kolobar R poln presečni graf, je R lokalni kolobar.
Ko smo obravnavali presečne grafe kolobarjev Zn, se je izkazalo, da so ti polni
natanko takrat, ko je n = pm za neko praštevilo p. Kolobarji Zpm so res lokalni
z maksimalnim idealom (p). Minimalni ideal v njih pa je tisti, ki je generiran z
elementom pm−1 in je seveda vsebovan v vseh idealih (pm−1) ⊂ (pm−2) ⊂ · · · ⊂
(p2) ⊂ (p).
4.3. Presečni grafi brez triciklov. Ugotovili smo, da imajo skoraj vsi presečni
grafi kolobarjev Zn cikel dolžine tri. Po lemi 3.9 so edini presečni grafi G(Zn) brez
tricikla G(Zp2), G(Zp3) in G(Zpq), kjer sta p in q različni praštevili. Prikazani so
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na sliki 6. Ogledali si bomo, kateri komutativni kolobarji imajo presečne grafe brez
tricikla. Klasifikacijo kolobarjev s presečnimi grafi brez tricikla bomo povzeli po [9].
Definirajmo posebno obliko grafa, ki jo bomo pogosto omenjali.
Definicija 4.13. Zvezda je povezan acikličen graf, v katerem je eno vozlišče sosedno
vsem ostalim.
Najprej bomo obravnavali kolobarje z enim maksimalnim idealom.
Lema 4.14. Naj bo R lokalni kolobar z maksimalnim idealom M . Naj bo presečni
graf G(R) brez triciklov. Potem velja ena od naslednjih možnosti:
• Ideal M je generiran z dvema elementoma, M2 = {0} in presečni graf G(R)
je zvezda ali K1.
• Ideal M je glavni ideal in presečni graf G(R) je K1 ali K2.
Dokaz. Predpostavimo najprej, da M ni glavni ideal. Pokažimo, da ima potem
natanko dva generatorja. Če bi imel M vsaj tri generatorje, recimo x, y, z, . . ., bi
imeli ideali M, (x, y) in (y, z) netrivialen presek v R in bi zato njihova vozlišča v
presečnem grafu G(R) tvorila tricikel, kar se ne sme zgoditi. Ker M ni glavni ideal,
je generiran z dvema elementoma.
Pokažimo sedaj, da je M2 = {0}. Naj bo x ∈ M in xR ideal, generiran z x. Naj
bo y iz M , vendar ne iz xR. Potem imata ideala xR in yR trivialen presek, sicer
bi v G(R) obstajal tricikel xR, yR, xR ∩ yR. Ker je presek xR in yR trivialen,
velja xy = 0 za poljuben par, kjer je x ∈ M in y ∈ M \ xR. Za vsak r ∈ R velja
xr = y+(xr−y). Pomnožimo ta izraz z x. Vemo že, da je yx = 0. Ker sta x, y ∈M ,
je tudi xr− y ∈M . Vendar pa y ni v xR, torej tudi xr− y ni v xR. Zato velja tudi
(xr − y)x = 0. Torej je xrx = yx + (xr − y)x = 0. Ker to velja za vsak r ∈ R, je
xRx = {0}. Torej je Mx = {0} za vsak x ∈M in zato M2 = {0}.
Če pišemo I = M , je po lemi 4.8 M/M2 vektorski prostor nad R/M Ker je
M2 = {0}, je M/M2 = M . Vsi vektorski podprostori v M so oblike J/M2 = J , kjer
je {0} ⊆ J ⊆ M . Vidimo, da je dimenzija M nad R/M največ 2. V nasprotnem
primeru bi bili vM trije linearno neodvisni vektorji x, y in z. Vendar ideali (x), (x, y)
in (x, y, z) v R tvorijo tricikel, kar je protislovje.
Dimenzija M nad R/M je torej 1 ali 2. Če je dim(M) = 1, M kot vektorski
prostor nima pravih podprostorov in zato M kot ideal ne vsebuje drugih idealov.
Ker je M maksimalen, je zato edini ideal v R in presečni graf G(R) ima eno samo
vozlišče.
Če je dim(M) = 2, so vsi pravi podprostori v M enodimenzionalni in se zato
paroma sekajo samo v {0}. Ker so vektorski podprostori v M ravno ideali, ki jih M
vsebuje, imajo torej tudi ti ideali le trivialen presek. Presečni graf G(R) je zvezda,
edino vozlišče v njem, ki nima stopnje 1, pa je M .
Če ni generiran z dvema elementoma, jeM glavni ideal. Recimo, da je x generator
M . Naj bo I neki ideal v R. Ker je M edini maksimalni ideal v R, je I ⊆M .
Za vsak y ∈M velja y = rx za neki r ∈ R. Zato tudi za vsak y ∈ I velja y = rx.
Če je r obrnljiv, je x = yr−1 in zato x ∈ I. To pomeni, da je M ⊆ I in ker je M
maksimalni ideal, I = M . V tem primeru ima presečni graf G(R) samo eno vozlišče
in je izomorfen K1.
Če pa r ni obrnljiv, je r vsebovan v nekem maksimalnem idealu R [5, trditev 1.5].
Ker lokalni kolobar vsebuje samo en maksimalen ideal M , je r ∈M . Torej je r = sx
za neki s ∈ R. Potem je y = sx2 in I ⊆ M2. Ideala M in M2 imata netrivialen
presek v M2. Če je I ⊂ M2, imajo torej vsi ideali M,M2 in I netrivialen presek v
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Slika 10. Presečni graf G(Z2[x, y]/(x, y)2), ki je zvezda.
I in zato njihova vozlišča v presečnem grafu G(R) tvorijo trikotnik. Zaključimo, da
je I = M2. Kolobar R ima dva netrivialna ideala M in M2 in presečni graf G(R) je
izomorfen K2. □
Od kolobarjev Zn, ki imajo presečne grafe brez tricikla, sta lokalna kolobarja
zgolj Zp2 in Zp3 , kjer je p praštevilo. V obeh je maksimalni ideal glavni in generiran
s praštevilom p. Prvi kolobar ima samo en ideal in je zato njegov presečni graf
izomorfen K1, drugi pa ima ideala (p) in (p2) in je njegov presečni graf izomorfen
K2.
Navedimo še primer, ko je maksimalni ideal v lokalnem kolobarju R generi-
ran z dvema elementoma. Naj bo R = Z2[x, y]/(x, y)2. To so polinomi nad
Z2 v spremenljivkah x in y kvocientno po idealu (x, y)2. To si lahko predsta-
vljamo tako, da polinomi v R ne vsebujejo monomov, ki bi bili deljivi z xy, x2
in y2. Kolobar R ima torej osem elementov. Zapišimo jih: R = Z2[x, y]/(x, y)2 =
{0, 1, x, y, 1 + x, 1 + y, x + y, 1 + x + y}. Njegov maksimalni ideal M je generiran
z elementoma x in y. Označimo ga z M = (x, y)/(x, y)2 = {0, x, y, x + y}. V
R so še trije drugi netrivialni ideali: (x)/(x, y)2 = {0, x}, (y)/(x, y)2 = {0, y} in
(x + y)/(x, y)2 = {0, x + y}. Vidimo, da ideal M vsebuje ostale tri, ti pa imajo
samo trivialen presek. Prikažimo presečni graf kolobarja R na sliki 10. Vidimo, da
je G(R) zvezda, kjer je edino vozlišče, ki nima stopnje 1, maksimalni ideal M .
Presečni graf Zn brez tricikla je tudi G(Zpq), kjer sta p in q različni praštevili.
Kolobar Zpq ni lokalni kolobar, ampak ima dva maksimalna ideala (p) in (q). Njegov
presečni graf je prazni graf z dvema vozliščema (p) in (q). Pokažimo, da je prazni
graf K2 ena od dveh možnih oblik presečnih grafov G(R) brez triciklov.
Izrek 4.15. Če je presečni graf G(R) brez triciklov, je zvezda ali prazni graf K2.
Dokaz. Če ima R vsaj dva maksimalna idealaM1 inM2, mora veljatiM1∩M2 = {0},
saj bi sicer ideali M1,M2,M1 ∩M2 v presečnem grafu G(R) tvorili tricikel. Zato je
po kitajskem izreku o ostankih R ∼= R/M1 × R/M2. Potem je G(R) prazni graf z
dvema vozliščema.
Če je R lokalni kolobar, pa po izreku 4.14 vemo, da je presečni grafG(R) izomorfen
K1, K2 ali zvezdi. Ker sta tudi grafa K1 in K2 zvezdi, izrek sledi. □
4.4. r-delni presečni grafi. Definirajmo najprej pojem r-delnega grafa.
Definicija 4.16. Graf G je r-delen, če se da množico vozlišč V (G) razdeliti na r
nepraznih disjunktnih podmnožic V1, V2, . . . , Vr, tako da nobena povezava v G nima
krajišč v isti množici Vi.
Če je r = 2, rečemo, da je G dvodelen. Če je r = 3, je graf tridelen. Pri dvodelnem
grafu G ima vsaka povezava v G eno krajišče v množici V1 in drugo v V2.
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Povzeli bomo ugotovitve iz članka [15]. Povedali bomo nekaj lastnosti kolobarjev
R, ki imajo r-delne presečne grafe. Posebej se bomo ustavili pri lokalnih kolobarjih.
Na koncu bomo tudi navedli, kakšne oblike so lahko presečni grafi G(R), ki so
dvodelni.
Ker moramo pri opisovanju presečnega grafa kolobarja R ugotavljati, kdaj imata
dva ideala v njem neprazen presek, nam bo prišla prav sledeča lema:
Lema 4.17. Če je R kolobar z vsaj n maksimalnimi ideali, je presek maksimalnih
idealov M1 ∩M2 ∩ · · · ∩Mk netrivialen za k < n.
Dokaz. Naj bo R kolobar z n maksimalnimi ideali in M1,M2, . . . ,Mk njegovi maksi-
malni ideali, pri čemer je k < n. Recimo, da je M1 ∩M2 ∩ · · · ∩Mk = {0}. Potem
po kitajskem izreku o ostankih velja R ∼= R/M1 × R/M2 × · · · × R/Mk. Torej je R
direktni produkt k polj, ki ima natanko k maksimalnih idealov. Ker je k < n, to ni
mogoče. □
Oglejmo si, kako so povezani maksimalni ideali v kolobarju R in r-delnost njego-
vega presečnega grafa.
Lema 4.18. Naj bo r ≥ 2. Če je presečni graf G(R) r-delen, ima kolobar R največ
r maksimalnih idealov.
Dokaz. Naj bo G(R) r-delen z razdelitvijo vozlišč V1, V2, . . . , Vr. Če ima R več kot r
maksimalnih idealov, lahko najdemo množico M1,M2, . . . ,Mr+1 med sabo različnih
maksimalnih idealov. Ker je r ≥ 2, so maksimalni ideali vsaj trije. Zato po lemi 4.17
vemo, da jeMi∩Mj ̸= {0} za i ̸= j. To pomeni, da imata poljubna dva idealaMi in
Mj netrivialen presek in sta zato njuni vozlišči v grafu G(R) sosedni. Zato morata
biti vozlišči Mi in Mj v dveh različnih množicah Vk. Ker imamo r komponent Vk
in vsaj r + 1 maksimalnih idealov, to pomeni, da sta vsaj dva maksimalna ideala v
isti komponenti Vk, kar je protislovje. Sledi, da je število maksimalnih idealov v R
največ r. □
Denimo, da imamo predpisano število maksimalnih idealov v kolobarju R in da je
to število r. Pokažimo, kakšen je potem lahko kolobar R, če hočemo, da je presečni
graf G(R) r-delen, in ugotovimo, kakšne so omejitve za r.
Lema 4.19. Naj bo R kolobar z natanko r maksimalnimi ideali in r ≥ 2. Če je
presečni graf G(R) r-delen, je R ∼= F1 × F2 × · · · × Fr, kjer so F1, . . . , Fr polja, in
r ≤ 3.
Dokaz. Naj bo R kolobar z r maksimalnimi ideali, ki ima r-delen presečni graf. Mno-
žico vozlišč v G(R) lahko razbijemo na disjunktne množice V1, V2, . . . , Vr. Pokažimo
najprej, da je R direktni produkt r polj.
Naj bodoM1,M2, . . . ,Mr maksimalni ideali v R. Če jeM1∩M2∩· · ·∩Mr = {0},
je po kitajskem izreku o ostankih R ∼= R/M1 × R/M2 × · · · × R/Mr. Recimo, da
M1 ∩M2 ∩ · · · ∩Mr ̸= {0}. Po lemi 4.17 za ideala Mi in Mj velja Mi ∩Mj ̸= {0},
če je i ̸= j. Torej vozlišči Mi in Mj ne moreta biti v isti množici Vk. Recimo,
da vozlišča M1,M2, . . . ,Mr razdelimo v V1, V2, . . . , Vr tako, da je Mi ∈ Vi za vsak
i = 1, 2, . . . , r. Ideala M1 ∩ M2 ∩ · · · ∩ Mr ne moremo dati v nobeno od množic
V1, V2, . . . , Vr, saj ima netrivialen presek z vsemi maksimalnimi ideali v R. Torej je
M1∩M2∩· · ·∩Mr = {0} in R ∼= R/M1×R/M2×· · ·×R/Mr. Ker soM1,M2, . . . ,Mr
maksimalni ideali, so to polja.
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Pokažimo sedaj, da je r ≤ 3. Če je r ≥ 4, lahko brez škode za splošnost pri-
vzamemo M1 ∈ V1,M2 ∈ V2, . . . ,Mr ∈ Vr. Ker je vozlišče M1 ∩M2 v presečnem
grafu G(R) sosedno tako M1 kot M2, M1 ∩M2 ni niti v V1 niti v V2. Po lemi 4.17
je M1 ∩ M2 ∩ Mi ̸= {0} za vsak i = 3, 4, . . . , r. Ker je M1 ∩ M2 soseden vsem
maksimalnim idealom v R, ne more biti v nobeni od množic V1, V2, . . . , Vr, kar je
protislovje. Zato je r ≤ 3. □
Presečni graf kolobarja R z dvema maksimalnima idealoma je torej dvodelen,
kadar je R ∼= F1×F2. V tem primeru je to prazni graf z dvema vozliščema. Primer
takega grafa je G(Zpq), kjer sta p in q različni praštevili. Katerikoli produkt dveh
polj tudi ustreza. Tako imata dvodelen presečni graf tudi Q × Q in R × R. Vsi ti
presečni grafi so med sabo izomorfni.
Če ima kolobar R s tremi maksimalnimi ideali tridelen presečni graf, je R =
F1 × F2 × F3. Vozlišča grafa G(R) lahko razdelimo v disjunktne množice V1 =
{F1 × {0} × {0}, {0} × F2 × F3}, V2 = {{0} × F2 × {0}, F1 × {0} × F3} in V3 =
{{0} × {0} × F3, F1 × F2 × {0}}. V primeru grafa G(Zpqr), kjer so p, q in r različna
praštevila, so maksimalni ideali (p), (q) in (r). Graf je tridelen z razdelitvijo vozlišč
V1 = {(p), (qr)}, V2 = {(q), (pr)} in V3 = {(r), (pq)}. Presečni graf G(Zpqr) lahko
vidimo na sliki 11, kjer je vsaka izmed množic V1, V2 in V3 pobarvana z drugo barvo.
(p) (pr)
(r)
(qr)
(q)
(pq)
Slika 11. Tridelni presečni graf G(Zpqr).
Lema 4.20. Naj bo presečni graf G(R) r-delen in r ≥ 2. Potem ima vsaka veriga
idealov v R dolžino največ r.
Dokaz. Naj bo R kolobar z r-delnim presečnim grafom. Naj bo I1 ⊂ I2 ⊂ · · · ⊂ Ik
veriga idealov v R, kjer je k ≥ r + 1. Ker imata poljubna dva ideala v verigi
netrivialen presek v I1, sta njuni vozlišči sosedni v G(R). Zato ne smeta biti v isti
množici Vk. Brez škode za splošnost je lahko vozlišče Ii ∈ Vi za vsak i = 1, 2, . . . , r.
Ker velja I1 ⊆ Ir+1 ∩ Ii za vsak i = 1, 2, . . . , r, je vozlišče Ir+1 sosedno vsakemu
od vozlišč Ii. Vozlišče Ir+1 ne more biti v nobeni od množic V1, V2, . . . , Vr, kar je
protislovje. Vsaka veriga idealov v R ima zato dolžino največ r. □
V nadaljevanju bomo obravnavali lokalne kolobarje. Oglejmo si najprej posledico
leme 4.20 za lokalni kolobar z maksimalnim idealom M , ki ima dvodelen presečni
graf.
Po lemi 4.20 ima v dvodelnem presečnem grafu G(R) vsaka veriga idealov v R
lahko največ dva člena. Zato je maksimalni ideal M edini ideal v kolobarju R, ki
lahko vsebuje netrivialne ideale, saj bi v nasprotnem primeru v R obstajala veriga
vsaj treh idealov. Zapišimo posledico.
Posledica 4.21. V lokalnem kolobarju z maksimalnim idealom M , ki ima dvodelen
presečni graf, so vsi od M različni ideali minimalni.
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Klasificirajmo vse dvodelne presečne grafe lokalnih kolobarjev. Pomagali si bomo
z izrekom [9, izrek 2.4], ki smo ga že povzeli v poglavju o presečnih grafih brez
triciklov kot lemo 4.14. Če presečni graf vsebuje tricikel, namreč ni dvodelen.
Če je R lokalni kolobar z maksimalnim idealom M , nam lema 4.14 pove, da je M
glavni ali pa generiran z dvema elementoma. V primeru, ko je M glavni ideal, je
presečni graf G(R) polni graf z dvema vozliščema, če jeM ̸= M2, ali enim vozliščem,
če je M = M2. Če ima G(R) eno vozlišče, to seveda ni dvodelni graf. Zato je pri
lokalnem kolobarju z glavnim maksimalnim idealom možno le, da je njegov presečni
graf izomorfen K2 in edini vozlišči v njem M in M2. Če pa je M generiran z dvema
elementoma, iz leme 4.14 sledi, da je G(R) zvezda.
Zapišimo povedano v zadnji izrek v tem poglavju.
Izrek 4.22. Naj bo R lokalni kolobar z maksimalnim idealom M . Če je presečni
graf G(R) dvodelen, velja ena od naslednih možnosti:
(1) Maksimalni ideal M je glavni in edina ideala v R sta M in M2. Presečni
graf G(R) je polni graf K2.
(2) Maksimalni ideal M je generiran z dvema elementoma in presečni graf G(R)
je zvezda.
4.5. Ravninskost. Našli smo že vse kolobarje Zn z ravninskimi presečnimi grafi, ki
si jih lahko ogledamo na sliki 8. Zdaj bomo povedali, katerim pogojem mora zado-
ščati komutativni kolobar R, da je njegov graf ravninski. Navedli bomo ugotovitve
iz članka [10].
Izrek 4.23. Če je presečni graf G(R) ravninski, je dolžina vsake verige idealov v R
manjša od 5. V tem primeru je kolobar R tako noetherski kot artinski.
Dokaz. Naj bo I1 ⊂ I2 ⊂ · · · ⊂ I5 veriga netrivialnih idealov v R. Vsak med njimi
ima netrivialen presek z vsemi ostalimi (v I1), torej ta veriga tvori polni graf K5, ki
je podgraf v G(R). G(R) tako ne more biti ravninski. Ker imajo vse verige idealov
v R končno dolžino, je R noetherski in artinski □
Pokazali bomo, da je število maksimalnih idealov v kolobarjih, ki imajo ravninske
presečne grafe, omejeno. Vemo že, da so ravninski presečni grafi kolobarjev Zp2 , Zp3 ,
Zp4 in Zp5 z enim maksimalnim idealom (p), nato presečna grafa Zpq in Zp2q z dvema
maksimalnima idealoma (p) in (q) in nazadnje še presečni graf Zpqr s tremi maksi-
malnimi ideali (p), (q) in (r) (slika 8). Izkaže se, da je največje število maksimalnih
idealov v kolobarju z ravninskim presečnim grafom ravno 3.
Izrek 4.24. Če je presečni graf G(R) ravninski, ima R največ tri maksimalne ideale.
Dokaz. Označimo število maksimalnih idealov v R z |Max(R)|. Pokazali bomo, da
G(R) ne more biti ravninski, če je |Max(R)| ≥ 4.
Naj bodo M1, M2 in M3 trije različni maksimalni ideali v R in |Max(R)| ≥ 4.
Najti želimo neki podgraf v G(R), ki je izomorfen K5. Lahko si izberemo kar ideale
M1, M2, M3, M1 ∩M2, M1 ∩M3 in M2 ∩M3. Če je M1 ∩M2 ∩M3 ̸= {0}, imata
poljubna dva med njimi netrivialen presek, zato njihova vozlišča v presečnem grafu
G(R) tvorijo polni graf K6, in če odstranimo eno vozlišče, lahko dobimo K5.
Pokažimo, da je M1 ∩ M2 ∩ M3 ̸= {0}. Recimo, da je M1 ∩ M2 ∩ M3 = {0}.
Potem je po kitajskem izreku o ostankih R ∼= R/M1 × R/M2 × R/M3. Ker so M1,
M2 in M3 maksimalni, so to polja: R ∼= F1 × F2 × F3. Direktni produkt treh polj
ima samo tri maksimalne ideale: F1 × F2 × {0}, F1 × {0} × F3 in {0} × F2 × F3.
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To pa je v nasprotju s predpostavko, da so maksimalni ideali v R vsaj štirje. Torej
M1 ∩M2 ∩M3 ̸= {0}.
Vidimo torej, daM1,M2,M3,M1∩M2,M1∩M3 inM2∩M3 tvorijoK6. Zato lahko
v G(R) najdemo tudi podgraf, izomorfen K5, torej G(R) ne more biti ravninski. □
Kot prvo bomo obravnavali možnost, da ima R tri maksimalne ideale. Potrebni
pogoj za to, da je presečni graf G(R) ravninski, je po izreku 4.23 artinskost. Po
izreku 4.6 je R ∼= R1 ×R2 × · · · ×Rk, kjer so Ri lokalni kolobarji. Vemo tudi, da je
k ≤ 3, saj bi sicer R imel vsaj štiri maksimalne ideale. Če pa bi veljalo R ∼= R1×R2,
kjer bi bila R1 in R2 lokalna kolobarja z maksimalnima idealoma M1 in M2, bi imel
kolobar R le dva maksimalna ideala. Vsak ideal oblike I×J bi bil namreč vsebovan
v idealu M1 × R2 ali R1 ×M2. Kolobar R je zato direktni produkt natanko treh
lokalnih kolobarjev. Pokazali bomo, da so to polja.
Trditev 4.25. Če ima R tri maksimalne ideale, je presečni graf G(R) ravninski
natanko tedaj, ko je R ∼= R1 ×R2 ×R3, kjer so R1, R2, R3 polja.
Dokaz. Recimo, da R1 ni polje in ima netrivialen ideal I. Potem vozlišča R1×{0}×
{0}, R1 × R2 × {0}, I × R2 × {0}, I × {0} × R3 in I × R2 × R3 v presečnem grafu
G(R1 ×R2 ×R3) tvorijo podgraf, izomorfen K5, in presečni graf G(R) ne more biti
ravninski. Po drugi strani se lahko prepričamo, da je G(R1×R2×R3) ravninski, če
so R1, R2 in R3 polja. Presečni graf G(F1 × F2 × F3), kjer so F1, F2 in F3 polja, je
na sliki 12. Vidimo, da je ravninski. □
F1 × F2 × {0}
F1 × {0} × {0}
F1 × {0} × F3
{0} × {0} × F3
{0} × F2 × F3
{0} × F2 × {0}
Slika 12. Graf G(F1 × F2 × F3), kjer so F1, F2 in F3 polja.
Primer kolobarja, ki je direktni produkt treh polj, je Zpqr. Vemo, da je Zpqr ∼=
Zp×Zq ×Zr. Njegov presečni graf je na sliki 8e, kjer se dobro vidi, da je ravninski.
Naslednja možnost je, da ima kolobar R dva maksimalna ideala. Če želimo, da
je presečni graf G(R) ravninski, mora biti R artinski kolobar in R ∼= R1 × R2, kjer
sta R1 in R2 lokalna kolobarja. Direktni produkt vsaj treh lokalnih kolobarjev bi
namreč imel vsaj tri ideale, R sam pa seveda ni lokalni kolobar. Oglejmo si najprej,
kakšne oblike imajo lahko ravninski presečni grafi kolobarjev, ki so direktni produkt
dveh (ne nujno lokalnih) kolobarjev.
Lema 4.26. Presečni graf G(R1 × R2) je ravninski natanko tedaj, ko je eden od
presečnih grafov G(R1) ničeln, G(R2) pa ničeln graf ali prazen graf z največ dvema
vozliščema.
Dokaz. Recimo, da G(R2) ni ne prazen ne ničeln. Potem v R2 obstajata dva netrivi-
alna ideala I1 in I2, tako da I1∩I2 ̸= {0}. Ideali {0}×I1, {0}×I2, {0}×R2, R1×I1
in R1×I2 imajo paroma netrivialen presek. Njihova vozlišča zato v presečnem grafu
G(R1 × R2) tvorijo K5. V tem primeru G(R1 × R2) ne more biti ravninski. Enako
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sklepamo, če ima R1 dva ideala z netrivialnim presekom. Presečna grafa G(R1) ter
G(R2) sta prazna ali ničelna. Pokažimo, da ne moreta biti oba prazna.
Recimo, da staG(R1) inG(R2) prazna grafa, torej imata vsak po vsaj eno vozlišče.
Naj bo I ideal v R1, ki mu pripada vozlišče v presečnem grafu G(R1) in J ideal v
R2, ki mu pripada vozlišče v G(R2). Potem lahko v G(R1 × R2) najdemo podgraf
K5, ki ga sestavljajo vozlišča idealov {0}×R2, {0}×J, I×R2, I×J in R1×J . To ni
mogoče, saj je G(R1 ×R2) ravninski graf. Torej je eden izmed G(R1), G(R2) ničeln
graf. Brez škode za splošnost lahko rečemo, da je G(R1) ničeln. Iz izreka 4.10 pa
vemo, da ne moremo imeti nepovezanega presečnega grafa s tremi ali več vozlišči.
Torej je G(R2) prazen graf z enim ali dvema vozliščema ali pa vozlišč sploh nima.
Če sta oba od G(R1), G(R2) brez vozlišč, je kolobar R1×R2 produkt dveh polj in
presečni graf G(R1×R2) izomorfenK2. Preverimo še, da je presečni graf G(R1×R2),
kjer je G(R1) ničeln in G(R2) prazen, res ravninski. Če je v G(R2) eno vozlišče, je
v kolobarju R2 en netrivialen ideal I in v R1 ×R2 ideali R1 × {0}, R1 × I, {0} ×R1
in {0} × I. Če pa ima G(R2) dve vozlišči, ki nista povezani, je R2 direktni produkt
dveh polj in R1×R2 direktni produkt treh polj, za katerega po izreku 4.25 že vemo,
da ima ravninski presečni graf. □
Pri našem kolobarju R sta R1 in R2 lokalna, torej nobeden od grafov G(R1)
in G(R2) ne more imeti dveh nepovezanih vozlišč, saj bi to pomenilo, da ima R1
oziroma R2 dva maksimalna ideala. Pokazali smo, da velja naslednja trditev.
Trditev 4.27. Če ima R dva maksimalna ideala, je presečni graf G(R) ravninski
natanko tedaj, ko je R ∼= R1×R2 in je eden od presečnih grafov G(R1), G(R2) ničeln,
drugi pa ničeln ali prazen graf z enim vozliščem.
Med kolobarji Zn, ki imajo ravninske presečne grafe, imata dva maksimalna ideala
kolobarja Zpq in Zp2q. Prvi, prikazan na sliki 8b, je izomorfen Zp×Zq. Grafa G(Zp)
in G(Zq) sta presečna grafa polj in zato brez vozlišč. Kolobar Zp2q pa je izomorfen
kolobarju Zp2×Zq, pri čemer je G(Zp2) graf z enim vozliščem in G(Zp) ničeln. Videli
smo ga na sliki 8d.
Nazadnje si bomo ogledali primer lokalnega kolobarja z maksimalnim idealom M .
Pri tem bomo morali vedeti, koliko vektorskih podprostorov ima lahko vektorski
prostor nad končnim poljem. Lemo z dokazom lahko najdemo v [13, 2. poglavje].
Lema 4.28. Naj bo V vektorski prostor nad končnim poljem F . Naj bo dim(V ) = n
in naj ima F natanko q elementov. Potem je število vektorskih podprostorov v V
dimenzije k enako (q
n−1)(qn−q)···(qn−qk−1)
(qk−1)(qk−q)···(qk−qk−1) .
Lema 4.29. Naj bo I ideal v lokalnem kolobarju R z maksimalnim idealom M . Če
je dim(I/IM) ≥ 3, presečni graf G(R) ni ravninski.
Dokaz. Spomnimo se, da je po lemi 4.8 I/IM vektorski podprostor nad poljemR/M .
Če je dim(I/IM) ≥ 3, v I/IM obstajajo vsaj trije linearno neodvisni vektorji
u1, u2, u3. Naj bo W vektorski podprostor v I/IM , ki ima za bazo {u1, u2, u3}.
Vektorski prostor W ima dimenzijo 3, u1 pa generira enodimenzionalen vektorski
podprostor, zato ima kvocientni podprostorW/⟨u1⟩ dimenzijo 2. Pokazali bomo, da
ima I/IM vsaj štiri podprostore s paroma netrivialnim presekom. Če je polje R/M
neskončno, je to jasno. Pokažimo, da to velja tudi za končni primer.
Naj bo polje R/M končno. Recimo, da ima q elementov. Potem je po lemi
4.28 enodimenzionalnih podprostorov v vektorskem prostoru dimenzije 2 nad R/M
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natanko q
2−1
q−1 = q + 1. Če je q = 1, ima R/M samo en element, ki je {0}. Torej
mora biti q ≥ 2. To pa pomeni, da ima W/⟨u1⟩ vsaj tri podprostore dimenzije 1.
Zato ima W vsaj tri podprostore dimenzije 2, ki vsebujejo u1, ki jih označimo z W1,
W2 in W3. Ima pa W tudi podprostor W4 = ⟨u2, u3⟩.
Za vsakaWi,Wj, i, j ∈ {1, 2, 3, 4} veljaWi∩Wj ̸= {0}. PodprostoriW1,W2 inW3
vsebujejo u1, torej imajo paroma netrivialen presek. Dvodimenzionalna vektorska
podprostora v tridimenzionalnem vektorskem prostoru imata netrivialen presek. Ker
je W tridimenzionalen vektorski prostor z bazo {u1, u2, u3} in so W1, W2, W3 in W4
dvodimenzionalni podprostori v njem, velja tudi Wi ∩W4 ̸= {0} za i = 1, 2, 3.
Podprostori v I/IM so oblike J/IM , kjer je IM ⊆ J ⊆ I. Recimo, da je
Wi = Ji/IM za i = 1, 2, 3, 4. Če je Ji ∩ Jj = {0} za neka i, j ∈ {1, 2, 3, 4}, to
pomeni, da je Wi ∩Wj = {0}, kar se ne more zgoditi. Velja tudi Ji ∩M ̸= {0} za
i = 1, 2, 3, 4, saj bi bil sicer Ji vsebovan v nekem drugem maksimalnem idealu v R,
kar pa je v nasprotju s tem, da je R lokalen kolobar. Vozlišča J1, J2, J3, J4 in M
torej v presečnem grafu G(R) tvorijo K5 in zato G(R) ni ravninski graf. □
Posledica 4.30. Naj bo R lokalni kolobar z maksimalnim idealom M . Če je M2 =
{0}, je presečni graf G(R) ravninski natanko tedaj, ko je G(R) zvezda.
Dokaz. Naj bo M maksimalni ideal v lokalnem kolobarju R. Po lemi 4.29 mora biti
dim(I/IM) = 1 ali dim(I/IM) = 2. Če pišemo I = M , dobimo, da je dim(M) nad
R/M ena ali dve.
Če je dim(M) = 1, je M glavni ideal. Ker M kot vektorski prostor nima ne-
trivialnih podprostorov, je M edini netrivialni ideal v R in G(R) ima samo eno
vozlišče.
Če je dim(M) = 2, so netrivialni vektorski podprostori v M enodimenzionalni in
imata zato po dva podprostora le trivialen presek. Vsi so po lemi 4.8 oblike J/M2,
kjer je M2 ⊆ J ⊆ M . Ker je M2 = {0}, so to natanko vsi ideali, ki so vsebovani v
M . Ker imajo paroma trivialen presek, je graf G(R) zvezda z vozliščemM v sredini.
Po drugi strani je presečni graf G(R), ki je zvezda ali K1, očitno ravninski. □
V kolobarju Zp2 je maksimalni ideal M = (p), velja pa tudi M2 = {0}. Ideal M
je glavni in tudi dimenzija M kot vektorskega prostora je 1. Presečni graf G(Zp2) je
eno samo vozlišče. Videli smo ga na sliki 8a.
V kolobarju Z2[x, y]/(x, y)2 je maksimalni ideal M generiran z elementoma x
in y. Velja M = (x, y)/(x, y)2 = {0, x, y, x + y} in M2 = (x, y)2/(x, y)2 = 0.
Ostali trije ideali v M so glavni, generirani po vrsti z x, y in x + y. Zapišimo jih:
(x)/(x, y)2 = {0, x}, (y)/(x, y)2 = {0, y} in (x + y)/(x, y)2 = {0, x + y}. Presečni
graf kolobarja Z2/(x, y)2 je zvezda s štirimi vozlišči, kjer ima samo M stopnjo večjo
od 1. Videli smo jo že na sliki 10.
Lema 4.31. Naj bo R lokalni kolobar z maksimalnim idealom M in M2 ̸= {0}. Naj
bo presečni graf G(R) ravninski. Potem je dim(M/M2) = 1.
Dokaz. Po lemi 4.8 je dim(M/M2) ≤ 2. Naj bo dim(M/M2) = 2. Polje R/M ima
vsaj dva elementa, sicer bi bil R/M ničelni kolobar. Če je R/M končno polje, ima
po lemi 4.28M/M2 natanko q+1 podprostorov dimenzije 1, kjer je q število elemen-
tov polja R/M . Če je R/M neskončno polje, ima M/M2 neskončno podprostorov
dimenzije 1. Torej premore M/M2 vsaj tri podprostore dimenzije 1.
Po lemi 4.8 so vektorski podprostori v M/M2 oblike J/M2, kjer je M2 ⊆ J ⊆M .
Označimo tri različne vektorske podprostore dimenzije 1 vM/M2 z J1/M2, J2/M2 in
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2. Torej R vsebuje tri različne ideale J1, J2 in J3. Ker J1, J2, J3,M2,M vsi vse-
bujejo idealM2, tvorijo njihova vozlišča v presečnem grafu G(R) podgraf, izomorfen
K5. Ker je G(R) ravninski, je to protislovje. Zaključimo, da je dim(M/M2) = 1. □
Če je dim(M/M2) = 1, je po trditvi [5, trditev 8.8] maksimalni ideal M glavni.
Iz dokaza iste trditve tudi sledi naslednja lema.
Lema 4.32. Naj bo R artinski lokalni kolobar z maksimalnim idealom M . Naj bo
M glavni ideal. Potem je vsak neničelni ideal v R potenca M .
Zdaj nam preostane samo še, da ugotovimo, koliko idealov, ki so potence ideala
M , ima kolobar R z ravninskim presečnim grafom. Videli bomo, da jih ni več kot 5
in da so vsi različni med sabo.
Lema 4.33. Naj bo R kolobar z maksimalnim idealom M , ki je glavni ideal. Če za
različna i, j velja M i,M j ̸= {0}, velja tudi M i ̸= M j.
Dokaz. Pokažimo M i ̸= M j za i = j + 1. Če je M i ̸= {0}, je tudi M j ̸= {0}.
Denimo, da je M i = M j. Zapišimo M j = MM j. Po Nakayamovi lemi 4.7 iz
J(R)M = M sledi M = {0}. Ker je R lokalni kolobar, je Jacobsonov radikal kar
M . Zato iz MM j = M j sledi M j = {0}, kar je protislovje. Torej sta M j = M i−1
in M i različna za vsak i, kjer je M i ̸= {0}. Podoben argument lahko ponovimo za
M i,M j ̸= {0}, kjer je i = j+2, j+3, . . . Velja torej M i ̸= M i−1 · · · ̸= M2 ̸= M . □
To tudi pomeni da je v lokalnem kolobarju z ravninskim presečnim grafom M5 =
{0}. V nasprotnem primeru bi imeli verigo idealov M5 ⊂ M4 ⊂ M3 ⊂ M2 ⊂ M z
nepraznim presekom M5, ki bi v G(R) tvorila K5.
Če hočemo, da je presečni graf G(R) ravninski, nam tako ostanejo samo še sledeče
možnosti.
• Vemo, da je M5 = {0}. Če je M4 ̸= {0} in so M,M2,M3 in M4 različni,
imajo v preseku M4 in je zato presečni graf G(R) izomorfen K4.
• Če je M4 = {0}, M3 ̸= {0} in M,M2,M3 različni, je presečni graf G(R)
izomorfen K3.
• Če pa je M3 = {0}, M2 ̸= {0} in sta M in M2 različna, je G(R) izomorfen
K2.
Po vrsti so primeri takih kolobarjev Zp3 ,Zp4 in Zp5 . Njihovi presečni grafi so polni
grafi, videli pa smo jih na slikah 8c, 8f in 8g. Te ugotovitve lahko združimo v izrek,
ki karakterizira ravninske presečne grafe lokalnih kolobarjev.
Izrek 4.34. Če je R lokalni kolobar, je G(R) ravninski natanko tedaj, ko je zvezda,
K1, K3 ali K4.
Slovar strokovnih izrazov
Artinian ring artinski kolobar – kolobar, v katerem je vsaka padajoča veriga
idealov končna
bipartite graph dvodelni graf
complete graph polni graf – graf, v katerem so si vsa vozlišča sosedna
field polje – komutativen kolobar, v katerem so vsi od 0 različni elementi obrnljivi
intersection graph presečni graf
local ring lokalni kolobar – kolobar z enim samim maksimalnim idealom
null graph prazni graf – graf brez povezav
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planar graph ravninski graf – graf, ki se ga da narisati v ravnino tako, da se
njegove povezave ne sekajo
ring kolobar
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